INSTITUTO SUPERIOR DE TRANSPORTES E COMUNICACOES

TEMA 3: DUALIDADE E ANALISE DE SENSIBILIDADE

3.1 DUALIDADE EM PROGRAMACAO LINEAR

Todo o problema de programacéo linear, a que chamamos primal, tem associado
a ele um correspondente problema, chamado dual; ambos s&do complementares
e relacionados de forma que a solucdo optima de um fornece informacdes

completas sobre o outro.
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Seja dado o seguinte problema de O seu problema dual pode ser
programacao linear, na forma literal escrito na forma candnica da
Ou canonica, problema primal. seguinte forma:
Maximizar z = ¢;X;+C,X,+C3X5+...+C X Minimizar w = by, +b,y,+bsy,+...+b .y,
B, 8K, + A+ B X <D Y, + 8, + 8o ot B, 2C,
8y, Xy + 8y Xy +8yXg + .t By Xy, < Ay Yy +8pY, tayYs tet 2y, 26,
Sujeitoa y——————————————————~- Sujeito & {—-—-————————————————-
a X +a,% +a.X+..+a X <hb A, Yy + Y, +ag, Yy +..Fa Y, 2C
x>0, i=lm;j=Ln y,20; i=Lm; j=1n
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O problema dual, para os modelos em que o0 conjunto das restricdoes tem um
unico tipo de desigualdades por exemplo > ou <, € construido a partir do primal

da seqguinte forma:
Regra 1. Cada linha do problema primal (restricao), corresponde a uma variavel

no dual (coluna);

Regra 2. Os termos independentes das restricdoes (recursos), passam para

coeficientes da funcao objectivo no dual;

Regra 3. Se o primal € um problema de maximizacdo, o seu dual sera um
problema de minimizacéo e vice- versa,;

Regra 4. As variaveis do primal e dual s&o n&o negativas.
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Problema Primal Problema Dual

n restricbes e m variaveis m variaveis e n restricoes
coeficientes da funcéo objectivo recursos

recursos coeficientes da funcao objectivo
Problema maximizacao Problema minimizacao
Problema minimizacéo Problema maximizacéo

max Z = 2.CX min W = > BY

e 13 o {1
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Exemplo: Apresentar o problema dual do seguinte problema de maximizacao

de programacao linear.

Max z=1x,; + 2x, Minw =" "y;+ y,+t ys+ VY,
1x, +2x,< 18 Yit Yot Yzt Y32
2x; + 1X,= 15 Yit Yoo Y3t Y32

Sujeitoa  5x; - 2x,< 20 y. 20
Ox; + 1x,=8
x; 20
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Algumas aplicacOes da dualidade

» Ja que a resolucéo dos problemas de minimizacédo pelo método de duas fases,
leva muitas iteracbes, uma alternativa é usar a dualidade para obter a solucao
primal.

« Resolucao rapida dos problemas de programacao linear. De facto, em muitos
casos 0 dual tem menos tabelas simplex que o primal, sempre que 0 nimero

de restricOes do primal exceder o niUmero de variaveis.

 Resolucdo de problemas de teoria de jogos. Na determinacdo da estratégia
Optima e do valor de um jogo de duas pessoas de soma nula, aplicam-se os
conceitos da dualidade. Pois, o0 modelo mateméatico de um jogo pode ser
convertido num problema de programacao linear e as estratégias optimas de

cada jogador serao as solucdes do primal e do dual.
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Resolver o seguinte problema de minimizacdo usando o procedimento dual

Minimizar W = 3y, + 2y, Max Z = 10x, + 8%, + 12x; + Oy, + Oy,
. S r
Yi+2Y, 210 1x +1x, + 2%, +1y, + 0y, =3
>
Sujeito & 1 i+, 28 Sujeito & {2x, +1x, +1x, +0y, +1y, =2
2y, +Y, 212 Xy, 20
Y, 20
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Tabela simplex inicial

INSTITUTO SUPERIOR DE TRANSPORTES E COMUNICACOES

Base| x1 X2 X3 yl y2 bi
yl | 1 1 2 1 3
y2 2 1 1 0 1 2
Z -10 | -8 || -12 0 0 0

12 Iteracao
Base| x1 X2 X3 yl y2 bi

x3 | 1/2 | 1/2 1 1/2 0 3/2

y2 | 3/2 | 1/2 0 | -1/2 1 1/2
Z -4 -2 0 6 0 18
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22 |teracao
Base | x1 X2 X3 yl y2 bi
X3 0 1/3 1 2/3 | -1/3 | 4/3
x1 1 1/3 O |-1/3 ] 2/3 | 1/3
Z O |-23] O 1/3 | 8/3 | 58/3

32 Iteracao — Tabela terminal simplex

=20

Solugao primal: y;, =4;y,=4; X, =2;X,=0; X3=0; W, = 20
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Propriedades operacionais entre o primal e dual

Antes de introduzir a analise de sensibilidade importa referir algumas propriedades
gue facilitam as operacdes nas relacoes entre o problema primal e dual.

Consoderemos o seguinte exemplo:

Maximizar Z = 5x; + 6X, Minimizar W = 14y,+9y,+56y,
(1, +2x, <14 ,
1y, +1y,+7y, 25
|y +1x, <9 .
Sujeito & 1 Sujeitoa <2y, +1y,+4y,>6
7% +4X, <56
Y, 20
X 20 )
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Base | x1 X2 X3 x4 X5 bi
X3 1 2 1 0) 0 14
X4 1 1 0) 1 0 9
X5 7 4 0) 0) 1 56

Z -5 -6 0) 0) 0 0

Base| x1 X2 X3 X4 X5 bi
X2 | 1/2 1 1/2 0) 0) 7
x4 | 1/2 0 -1/2 1 0 2
X5 5 0 -2 0 1 28
Z -2 0 3 0) 0) 42

Base| x1 X2 X3 x4 X5 bi
X2 0 1 1 -1 0 5
x1 1 0 -1 2 0 4
x5 0 0) 3 -10 1 8
Z 0 0) 1 4 0 50
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Tabela simplex inicial

12 iteracao

22 iteracao
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Propriedade 1. Em qualquer iteracdo do método simplex, no primal ou dual, a
matriz que aparece sob as variaveis basicas usadas na solucéao inicial (variaveis de
folga, de excesso ou artificiais), pode ser usada para gerar as contribuicbes
unitarias para o valor da funcédo objectivo (coeficientes da ultima linha do quadro

simplex, designados por Ai).
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Base| x1 X2 X3 x4 x5 bi Maximizar Z :(5)(1 +6X;
x2 | 1/2 | 1 1/2 0 0 7 Ix, +2x%, <14
x4 | 1/2 0 -1/2 1 0 2 1x, +1x, <9
X5 5 0 -2 0 1 28 Sujeito a 1
Z -2 0 3 0 0 42 1% +4X, <56
X >0
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Base| X1 | X2 X3 X4 x5 bi
X2 0 1 1 -1 0 5
X1 1 0 -1 2 0 4
X5 0 0 3 -10 1 8

Z 0 0 1 4 0 50
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Maximizar Z =

Sujeito a 1

95X, + 6X,

(1x, +2x, <14
Ix, +1x, <9
1% +4X, <56

X >0
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Propriedade 2. Em qualquer iteracdo do primal ou dual os valores das variaveis
na base podem ser obtidos pela multiplicacdo da matriz definida na propriedade
1, pelo vector coluna contendo os valores originais dos recursos (vector dos

termos independentes).
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Base| x1 X2 X3 x4 x5 bi Maximizar Z :(5)(1 +6X;
x2 | 1/2 | 1 1/2 0 0 7 Ix, +2x%, <14
x4 | 1/2 0 -1/2 1 0 2 1x, +1x, <9
X5 5 0 -2 0 1 28 Sujeito a 1
Z -2 0 3 0 0 42 1% +4X, <56
X >0
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Base| X1 | X2 X3 X4 x5 bi
X2 0 1 1 -1 0 5
X1 1 0 -1 2 0 4
X5 0 0 3 -10 1 8

Z 0 0 1 4 0 50
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Maximizar Z =

Sujeito a 1

95X, + 6X,

(1x, +2x, <14
Ix, +1x, <9
1% +4X, <56

X >0
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Propriedade 3. Em qualquer iteracdo do primal ou dual, os coeficientes de
qualquer variavel nas restricdes podem ser obtidos pela multiplicacdo da matriz

definida na propriedade 1, pelo vector coluna contendo os coeficientes originais da

mesma variavel nas restricoes.
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Base| x1 X2 X3 x4 x5 bi Maximizar Z :(5)(1 +6X;
x2 | 1/2 | 1 1/2 0 0 7 Ix, +2x%, <14
x4 | 1/2 0 -1/2 1 0 2 1x, +1x, <9
X5 5 0 -2 0 1 28 Sujeito a 1
Z -2 0 3 0 0 42 1% +4X, <56
X >0
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Base| X1 | X2 X3 X4 x5 bi
X2 0 1 1 -1 0 5
X1 1 0 -1 2 0 4
X5 0 0 3 -10 1 8

Z 0 0 1 4 0 50
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Maximizar Z =

Sujeito a 1

95X, + 6X,

(1x, +2x, <14
Ix, +1x, <9
1% +4X, <56

X >0
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Propriedade 4. Em qualquer iteracdo do meétodo simplex, a substituicdo das
variaveis duais pelos respectivos multiplicadores do simplex, relativos a variaveis
basicas da solucao inicial, permite obter o0s coeficientes da equacdo Z
transformada, pela diferenca entre o primeiro membro e segundo das restricOes

correspondentes do dual.
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Base| x1 X2 X3 x4 x5 bi Maximizar Z :(5)(1 +6X;
x2 | 1/2 | 1 1/2 0 0 7 Ix, +2x%, <14
x4 | 1/2 0 -1/2 1 0 2 1x, +1x, <9
X5 5 0 -2 0 1 28 Sujeito a 1
Z -2 0 3 0 0 42 1% +4X, <56
X >0
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Base| X1 | X2 X3 X4 x5 bi
X2 0 1 1 -1 0 5
X1 1 0 -1 2 0 4
X5 0 0 3 -10 1 8

Z 0 0 1 4 0 50
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Maximizar Z =

Sujeito a 1

95X, + 6X,

(1x, +2x, <14
Ix, +1x, <9
1% +4X, <56

X >0
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Resumo
Base| x1 X2 X3 x4 x5 bi
4 Y )
X2 0 1 1 -1 0 5
x1 1 0 -1 2 0 4
x5 L O 0 3 -10 1 8 J
Z 0 0 1 4 0 50
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SUMARIO

Resolucao de problemas de programacao linear pelo metodo dual.

Propriedades Operacionais entre o primal e o dual

TPC: Mulenga, pagina 54, 55 e 56 (Exercicios 3.1 a 3.6
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